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Résumé :
Ce papier décrit, par méthode asymptotique, des phénomènes hautes fréquences à grande longueur de corréla-
tion dans des milieux élastiquesΩ-périodiques réticulés. En élasto-dynamique, le cadre classique de l’homogé-
néisation des milieux périodiques est basé sur le principe de séparation d’échelle exprimée sur le déplacement,
respecté si la longueur d’onde est grande devant la taille de la cellule. A hautes fréquences, en raison du ré-
gime dynamique de la période, la séparation d’échelle usuelle n’est plus vérifiée. Cependant, un autre type de
séparation d’échelle émerge lorsque l’amplitude d’un mode périodique local présente une grande longueur
de modulation. Le traitement par méthode asymptotique est alors possible, et conduit à l’équation gouvernant
la modulation. Cette procédure, appliquée à un système masse-ressort puis à des poutres réticulées, permet
d’établir des équations de modulations de différentes natures selon la multiplicité du mode et du nombre de
cellules sur lesquelles le mode périodique est défini.
Abstract :
This work investigates, asymptotically, high frequencies phenomena of large correlation length in Ω-periodic
reticulated elastic media. In elasto-dynamics, the classical framework of homogenization of periodic media is
based upon the principle of scale separation expressed on the motion, respected when the characteristic vibra-
tion wavelength is large compared to the cell dimension. Considering higher frequencies leads to introduce
local dynamics state and therefore to lost the scale separation of the motion. However another kind of scale
separation rises when the amplitude of the local periodic mode presents a large modulation length. Then we
can use the asymptotic procedure to lead us to the modulation equation. This method, applied first on a 1D
spring-mass system then on reticulated beams, allows to establish modulation equations of various natures
according to the multiplicity of the mode and to the number of cells on which the periodic mode is defined.
Mots clefs : Grande modulation ; Poutres réticulées ; Période multi-cellulaires
1 Introduction
Cet article aborde le phénomène des grandes modulations d’ondes à hautes fréquences dans des milieux pé-
riodiques réticulés. L’intérêt est que, malgré la petite taille des longueurs d’onde, les champs de déplacement
présentent de grandes longueurs de corrélation. A hautes fréquences la période est en régime dynamique, et
donc que la séparation d’échelle au sens usuel de l’homogénéisation [2, 3, 13] n’est plus vérifiée. Cependant,
bien que les déplacements varient rapidement selon les modes de la structure, l’amplitude modale peut pré-
senter une grande modulation. Cette situation introduit un autre type de séparation d’échelle pour laquelle des
méthodes asymptotiques multi-échelles peuvent être appliquées [11]. Cette étude est dans le même esprit que
[6] dans le cadre des milieux poreux périodiques.
Dans une première partie la méthode est explicitée sur un système masse-ressort. Elle aboutit aux équations
de modulation portées par un mode propre donné, exprimées pour des fréquences proches des fréquences
propres de la période avec des conditions aux limites périodiques. Du fait de la dynamique locale, le nombre
de cellules sur lesquelles le mode propre périodique porté est défini doit être spécifié. Un exemple est présenté
sur la figure (1), où l’on étudie les modes d’une structure périodique composée de trente masses reliées par
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des ressorts, encastrée à la base. Les trente déformées modales calculées directement y sont représentées.
L’homogénéisation classique permet de décrire les sept premiers modes de la structure (en rouge), mais elle
ne permet pas d’atteindre les modes supérieurs. A contrario, l’approche par modulation en considérant une
période constituée de deux cellules (Ω2) permet de décrire les trois dernières déformées modales (en orange).
Sur ces déformées modales on voit clairement apparaître une taille macroscopique de la modulation. De même,
en considérant une période de trois cellules (Ω3), l’approche par modulation décrit les déformées modales
encadrées en bleu (modes 19 à 22). Cette méthode permet de décrire l’évolution des modes de la structure à
partir des modes de la période considérée.
Dans une seconde partie la même procédure est appliquée à des poutres réticulées. Dans l’homogénéisation
classique, en jouant sur les paramètres géométriques et mécaniques de la structure, l’approche asymptotique
permet de générer différents types de poutres équivalentes à basse fréquence [5, 10, 12]. A plus hautes fré-
quences, au voisinage des fréquences propres périodiques de la période considérée, l’approche par modulation
fournit les équations gouvernant les modulations de l’amplitude modale. Il y est aussi établi que si le mode est
simple ou multiple la situation diffère.
FIGURE 1 – Déformées modales d’une structure périodique de trente masses reliées par des ressorts. L’homo-
généisation classique décrit les sept premiers modes (en rouge). L’approche par modulation permet d’atteindre
les modes 19 à 22 (en bleu) pour Ω2 et les modes 28 à 30 (en orange) pour Ω3.
2 Grande modulation dans un réseau périodique de résonateurs.
La propagation d’ondes dans un système périodique masse(m)-ressort(k) 1D (de pulsation de référence
ω0 =
√
k/m) a été largement étudiée dans la littérature et des solutions analytiques exactes ont été éta-
blies [7]. Ces solutions tiennent compte explicitement de la périodicité du système, mais qui peut toutefois être
appliquée soit à une cellule irréductible Ω0 constituée d’une masse et d’un ressort, soit à une période de deux
cellules Ω2 = Ω0
⋃
Ω0, soit à une période constituée de M cellules ΩM =
⋃
M Ω0. Dans [6], nous prouvons
l’existence de grandes modulations d’ondes à hautes fréquences dans des bandes de fréquences centrées autour
des modes propres de la période multi-cellulaire avec des conditions périodiques.
La séparation d’échelle entre la période ΩM , de taille ℓ = M l0, et la longueur de modulation L permet
d’introduire le ratio d’échelle εM = ℓ/L = Ml0/L = Mε. La description macroscopique est obtenue en
utilisant la méthode d’homogénéisation des milieux périodiques discrets ([8], [12]) adaptée à une période
multi-cellulaire et à des situations hautes fréquences.
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2.1 Méthode d’homogénéisation discrète.
On choisit comme nœud de référence l’extrémité de la période ΩM dont le déplacement associé un est la va-
riable pilotante. Les déplacements des autres masses sont reliés à la variable pilotante par les équilibres locaux
dans la période ΩM . La variable pilotante porte la grande modulation notée A, qui est une fonction continue
de la variable macroscopique x et qui est définie aux nœuds de référence. Les modulations et les pulsations
sont développées en puissances de εM . Cependant, contrairement au cadre usuel de l’homogénéisation, la pul-
sation est développée autour d’une des pulsations propres de la période ΩM avec des conditions aux limites
périodiques.
un = u(x = n ℓ) =
∞∑
i=0
εiM A(i)(n l) ; ω = ωK +
∞∑
i=1
εiM ω
(i)
Comme la taille de la période est petite par rapport à la longueur d’onde de modulation, les variations des
déplacements entre les nœuds de référence voisins sont exprimées grâce à des développements en séries de
Taylor qui introduisent des dérivées macroscopiques. On obtient ainsi les équations de modulation aux ordres
successifs de εM . Dans cette étude seul l’ordre dominant est abordé.
2.2 Descriptions macroscopiques.
La procédure décrite a été appliquée à une, deux et trois cellules à l’ordre dominant.
– Pour la période irréductible Ω0, on retrouve la méthode classique d’homogénéisation discrète à basses fré-
quences. On obtient l’Eq. (1a), où ′′ signifie la double dérivée spatiale.
– Pour la période Ω2, la procédure appliquée autour de la pulsation propre ω = 2ω0, correspondant à l’unique
mode simple périodique, fournit l’Eq. (1b) qui gouverne la modulation A(0) du mode simple.
– Pour la période Ω3, la procédure appliquée autour de la pulsation propre ω =
√
3ω0, correspondant à
l’unique mode double périodique, fournit l’Eq. (1c) qui gouverne la modulation A(0) du mode double.
De plus, contrairement à l’Eq. (1b) le terme fréquentiel est toujours positif, [6]. Enfin, la fréquence de modu-
lation de Ω3 ne se situe pas à une extrémité de la zone de Brillouin, et ainsi ce cas ne peut pas être décrit par
des conditions anti-périodiques utilisées dans [11].
Ω0 : k l
2
0A(0)
′′
+mω2A(0) = 0
Ω2 : k l
2
0A(0)
′′
+m
(
−ω2 + (2ω0)2
)
A(0) = 0
Ω3 : k l
2
0A(0)
′′
+ 4m
(
ω −
√
3ω0
)2
A(0) = 0
(1a)
(1b)
(1c)
On peut ainsi décrire les déformées modales de la structure de la figure (1) pour des fréquences autour des
fréquences propres périodiques des périodes de la structure.
3 Propagations d’ondes dans des poutres réticulées.
Précédemment l’approche par modulation a été appliquée à un système masse-ressort 1D. Nous abordons dans
cette partie la question de la transposition de cette méthode à des systèmes bidimmensionnels avec plus de
degrés de liberté et dont les masses et les raideurs sont réparties sur toute la structure.
3.1 Structure étudiée et notations.
Les structures étudiées sont constituées par l’empilement de portiques et sont périodiques sur la hauteur, voir
figure (2). Chaque portique est composé de trois poutres d’Euler-Bernoulli, deux murs identiques et un plan-
cher. Ce portique constitue une cellule de la structure, voir figure (3). Les propriétés des murs sont indicées
avec un "m" et les planchers avec un "p". Les propriétés mécaniques sont le module d’élasticité E et la masse
volumique ρ, et les propriétés géométriques sont l’épaisseur a, la longueur l et la profondeur h. Ainsi la sec-
tion des poutres est notée A = a h et leur inertie par rapport à l’axe z I = a3h/12. Les connexions étant
rigides, les mouvements des extrémités des poutres connectées à un même nœud sont identiques et définissent
les variables cinématiques. Chaque nœud a trois degrés de liberté (dans le plan d’étude défini par les axes
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des planchers et des murs) : uni le déplacement horizontal du nœud i, vni son déplacement vertical et θni sa
rotation. Les variables sont découplées en variables transversales (Un le déplacement transversal moyen, θn la
rotation moyenne des nœuds et αn la rotation du niveau n) et en variables longitudinales (Vn le déplacement
longitudinal moyen, ∆n la dilatation transversale et Φn la rotation différentielle des nœuds).
FIGURE 2 – Structure. FIGURE 3 – Cellule Ω de la poutre réticulée.
3.2 Méthode d’homogénéisation discrète.
Le processus d’homogénéisation est le même que dans le cas du système masse-ressort, mais en ajoutant deux
étapes : (i) la discrétisation du système continu, qui condense les équations du système aux nœuds, (ii) la
normalisation, qui estime les ordres de grandeur des fréquences des ondes et des paramètres géométriques et
mécaniques en puissances de ε. La pulsation est estimée par rapport à la pulsation de référence ωr = 1L
√
Em
ρm
.
Dans l’homogénéisation classique, l’ordre de grandeur des contrastes mécaniques et géométriques entre les
murs et les planchers permet de générer différents comportements de poutres, voir [5, 10, 12]. Pour mieux
comprendre le sens physique des équations les notations suivantes sont adoptées :


Λp = ρpAp
lp
lm
Contribution du plancher à la masse linéique macroscopique (en kg/m)
Jp =
ρpAp l
3
p
12 lm
Contribution du plancher au moment d’inertie macroscopique (en kg.m)
Km = 24
Em Im
l2m
Rigidité macroscopique en cisaillement liée à la flexion locale des murs (en N)
Kp = 12
Ep Ip
lm lp
Rigidité macroscopique en cisaillement liée à la flexion locale des planchers (en N)
I = Am
l2p
2
Inertie macroscopique de la section (en m4)
3.3 Modulation de cinématiques dans la structure.
Pour faire le lien avec l’étude des systèmes masse-ressort, les structures étudiées ont des planchers plus lourds
que les murs et la rigidité en flexion des planchers est grande par rapport à la rigidité en flexion ou en compres-
sion des murs. De plus, on impose que les poutres restent en régime quasi-statique. Dans les parties suivantes
les modulations de trois cinématiques différentes vont être décrites, chacune présentant des spécificités des
équations de modulations à hautes fréquences pour les poutres réticulées.
3.3.1 Modulation du déplacement longitudinal.
La cinématique de compression est pilotée par le déplacement longitudinal moyen V . Ainsi les murs travaillent
en compression et la pulsation du mode fondamental de la cellule est ω1 =
√
2Em Am
Λp l2m
. La méthode d’homo-
généisation classique à basse fréquence donne l’équation de comportement macroscopique à l’ordre domi-
nant (2a). Les deux autres variables longitudinales ∆ et Φ sont nulles à l’ordre dominant et n’interviennent
qu’aux ordres supérieurs.
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La manière dont la cellule a été dimensionnée fait que, dans Ω2, on atteint le mode simple de la période (avec
des conditions aux limites périodiques) à la pulsation ω = 2ω1, comme pour le système masse-ressort. De
même, dans Ω3, le mode double est atteint à la pulsation ω =
√
3ω1. La procédure fournit alors les équations
(2b) et (2c) gouvernant la modulation A de V à l’ordre dominant.
Ω0 : 2EmAm V
(0)′′ + Λp ω
2 V (0) = 0
Ω2 : 2EmAm
(
A(0)V
)
′′
+ Λp
(
−ω2 + (2ω1)2
)
A(0)V = 0
Ω3 : 2EmAm
(
A(0)V
)
′′
+ 4Λp
(
ω −
√
3ω1
)2
A(0)V = 0
(2a)
(2b)
(2c)
Par rapport à l’Eq. (2a) ce n’est plus la variable de déplacement qui gouverne l’équation de comportement mais
la modulation de l’amplitude modale, et comme dans les équations (1b,1c) le terme fréquentiel est différent
si le mode est simple (2b) ou multiple (2c). Notons l’analogie avec les équations de modulation du système
masse-ressort malgré la plus grande complexité du système étudié.
3.3.2 Modulation du déplacement transversal.
Considérons maintenant une cinématique pilotée par le déplacement transversal moyen U . Ainsi les murs
travaillent en flexion et la pulsation du mode fondamental de la cellule est ω2 =
√
Km
Λp l2m
. A basse fréquence
la poutre équivalente est dimensionnée pour se comporter comme une poutre de Timoshenko élancée [9, 12].
L’homogénéisation classique fournit l’Eq. (3a) gouvernant le déplacement U à l’ordre dominant, qui est une
équation différentielle de degré 4 en U (0). Les équations de modulation à plus hautes fréquences sont des
équations différentielles de degré 2 en A(0)U (3b, 3c).
Ω0 : Em I U
(0)′′′′ +
Em I Λp ω
2
Km
U (0)
′′ − Λp ω2 U (0) = 0
Ω2 : Km
(
A(0)U
)
′′
+ Λp
(
−ω2 + (2ω2)2
)
A(0)U = 0
Ω3 : Km
(
A(0)U
)
′′
+ 4Λp
(
ω −
√
3ω2
)2
A(0)U = 0
(3a)
(3b)
(3c)
On retrouve dans ce cas une grande analogie avec les équations de modulation du système masse-ressort, bien
qu’à basses fréquences les équations ne soient pas de même nature.
3.3.3 Modulation de la giration.
Considérons enfin une cinématique pilotée par la rotation moyenne θ et dont la pulsation du mode fondamental
de la cellule est ω3 =
√
EmI
Jp l2m
. A basse fréquence la rotation θ est gouvernée par une équation de degré 2 en
θ (4a) où il apparaît un terme atypique de cisaillement [9]. Pour la période Ω2 un terme similaire est toujours
présent dans l’équation gouvernant la modulation de θ (4b), mais il disparait pour la période Ω3 (4c).
Ω0 : Em I θ
(0)′′ + Jp ω
2 θ(0) −Km θ(0) = 0
Ω2 : Em I A(0)θ
′′
+ Jp
(
−ω2 + (2ω3)2
)
A(0)θ +
1
3
KmA(0)θ = 0
Ω3 : Em I A(0)θ
′′
+ 4 Jp
(
ω −
√
3ω3
)2
A(0)θ = 0
(4a)
(4b)
(4c)
Cet exemple montre que, dans certains systèmes complexes, les équations de modulation peuvent être d’une
nature différente que celles du système masse-ressort.
4 Conclusion
Les équations gouvernant de grandes modulations d’ondes à hautes fréquences ont été établies dans le cas d’un
système périodique masse-ressort 1D, puis pour des poutres réticulées à cinématique enrichie. Cette étude
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sort du cadre classique de l’homogénéisation des milieux périodiques basée sur la séparation d’échelle du
déplacement. A hautes fréquences les déplacements varient rapidement localement selon les modes. Cependant
lorsque l’amplitude modale présente une grande modulation, la procédure asymptotique est appliquée sur un
autre type de séparation d’échelle. La nature de cette description et de celle dérivée de l’homogénéisation
classique sont très différentes dans la formulation macroscopique : (i) l’opérateur macroscopique porte non
plus sur la variable physique mais sur la modulation de l’amplitude modale, (ii) à la place d’un unique milieu
équivalent on obtient une famille de descriptions provenant des phénomènes de modulation. Elle est associée à
un mode propre de la période avec des conditions aux limites périodiques et est constituée de plusieurs cellules
irréductibles, (iii) la nature de l’équation de modulation diffère si le mode est simple ou multiple.
Les exemples des poutres réticulées ont montré que la nature des équations de modulation peuvent différer de
celles des systèmes masse-ressort 1D.
Les phénomènes de modulation impliquent la dynamique à l’échelle locale. En conséquence, ils diffèrent de la
diffraction Rayleigh où la fréquence est inférieure aux fréquences propres des cellules [4] et des phénomènes de
résonance interne dans des matériaux composites très contrastés [1]. La dynamique des milieux périodiques est
décrite par la théorie de Floquet-Bloch [14]. Par rapport à celle-ci, la spécificité de l’approche par modulation
est d’extraire les bandes de fréquences permettant de grandes modulations. On obtient aussi les équations
gouvernant la modulation.
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